KHBL TD 9 : Analyse réelle (2)

2025-2026
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Exercice 1

Déterminer la nature des intégrales impropres suivantes :
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Exercice 2
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Déterminer la nature des intégrales impropres suivantes :
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Exercice 3

e) / In(2x + 3sinz) dz
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1) Montrer que pour tout réel a > —1, 'intégrale / t*e~t dt converge.
0
1
2) Montrer que pour tout réel a > —1, U'intégrale / t*In(t) dt converge.
0

400
3) Montrer que pour tout réel a > —1, 'intégrale / t*~t dt converge.
0

*
Exercice 4

Pour chacune des intégrale suivante montrer qu’elle converge et la calculer :
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Exercice 5
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Le but de cet exercice est de démontrer la formule de Stirling : n! ~ 2mn—
n—+o0o en
n!
Pour tout n € N* on pose uy, = ———7——= et v, = In u,,.
(2)" vn
1

1) a) A laide d’un développement limité, montrer que v, — vp41

b) En déduire que la suite (v,) converge.

n"
¢) En déduire l'existence d’un réel C' > 0 tel que n! ~ Cy/n—.
n—+00 en

n——+oo 12n2

()

2) Montrons dans cette question que C' = v/27. Pour tout n € N, on pose W,, = fog sin” (z) dz (intégrale de Wallis)

a) Calculer Wy et Wy.

b) Montrer que (W,,) converge.

¢) Montrer que pour tout n € N, W,, = fog cos™(t) dt
d) En déduire Wh.

©N0S

BY NC

1/3



KHBL TD 9 : Analyse réelle (2) 2025-2026

N n—+1
e) A l'aide d’une intégration par partie, montrer que pour tout n € N, W, 1o = i 5 Wn-
n
T
f) En déduire que pour tout n € N, (n+ 1)W, W, 11 = 7

: . Wn . _m
¢) Montrer que nglfoo W, =0, lim =1, et HETOO VW, = 3

n—-+oo n41

2n)!
h) Montrer que pour tout n € N, W, = 22(7133')27;
i) En déduire que C' = v/27.
* k

Exercice 6

—+oo
1) Montrer & l'aide du changement de variable = e* que 'intégrale / sin(e") du converge.
0

du
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2) Montrer & 'aide du changement de variable t = u!/3 que I'intégrale / Y Ry
0 U / 4+ u /3

* x

converge et la calculer.

Exercice 7
Soit 8 € R et n € N* tels que sin(nf) # 0. On considere le polynéme P(X) = Z (Z) sin(k6) X*
k=1

1 ) 1 ,
1) Montrer que P(X) = 2—(1 + el X)) — 2—(1 +e 0 x)n
i i

3) Montrer que toutes les racines de P sont réelles.

* X

Exercice 8

2
On consideére la suite (u,) définie par u; = 1 et Vn € N*, up11 = up + (1n (1 + i)) .

Un

Le but de cet exercice est de déterminer un équivalent de u,, lorsque n — 4+00. On admet le théoréme de Cesaro :

1 n
Si lim a, =/favec /€ Ralors lim — ap =¥
n—-4oo " < n—+oo N ; k

1) Montrer que la suite (u,) est bien définie.

2) Etudier le sens de variation de (u,) puis montrer que HIJP Uy, = +00.
n—-+oo

)
)
3) Soit 8 un réel non nul. Montrer que ugﬂ —uf = Bul =3 + o(ull73).
4) Déterminer une valeur de f telle que uﬁ b1 u? converge vers une limite finie.
)

5) En déduire a l’aide du théoréme admis que u,, ~ v/3n.
n

—+00

* x

Exercice 9

“+o0
Pour tout x €]0; +00[, on appelle fonction Gamma d’Euler la fonction définie par T'(z) = / e T de.
0

1) Montrer que I" est bien définie sur ]0; +oo].
2) Montrer que pour tout > 0, I'(z 4+ 1) = zI'(x)
3) Calculer I'(1) puis en déduire que Vn € N, T'(n + 1) = n!
S
2

“+o0
4) Calculer T (%) puis I' (%) On pourra admettre la valeur de I'intégrale de Gauss : / e dxr =
0
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Le coin des Khiibes
* *

Exercice 10

(ENSAE 2013) Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue. On suppose qu’il existe une constante 0 < ¢ < 1 telle que,
pour tous z,y dans [0, 1],

[f(@) = fW)] < clz -yl
Démontrer que 1'équation f(z) = x admet une unique solution dans [0, 1].

* X %
Exercice 11

(ENS 2016) Soit f : Ry — R une fonction dérivable telle que f(z)f(y) < f(zy) pour tout z,y > 0 et f(1) = 1.
1) Montrer que f(z) > 0 pour tout = > 0
2) Montrer que f(z) > f(z'/™)" pour tout = > 0 et n > 1
3) En déduire qu’il existe un réel p tel que f(z) > 2P pour tout = > 0
4) Montrer que p > 0
5) Montrer que f(x) = zP pour tout z > 0.

* *
Exercice 12

(ENS 2025)
Démontrer que pour tout a € R 'intégrale fjocf 1—%;(“")
que pour tout a € R on a

dt est convergente, puis qu’il existe une constante ¢ > 0 telle
T 1 — cos(at
JE——

t2

— 00

(<o) 3/3



